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RESUMEN 

______ Se ____ p¡::e_~?_e_nj:a ____ eiJ es_te !r?bi:J._j_O un método para determinar la 
ruta mas corta entre dos puntos del pTañó en presen-c-ia ele· 
obstáculos rectillneos. La etapa inicial constituye la generación 
de una g~áfica no· dirigida - la grafica de figuras -, a partir de 
los obstáculos; los nodos de la gráfica son figuras geométricas 
(cuadriláteros y triángulos) y, existe un lado dé la gráfica 
siempre y cuando las figuras correspondientes son adyacentes y no 
existe un obstáculo entre ellas. En una etapa siguiente se 
desarrolla el algoritmo de enrutamiento el cual consiste en 
recorrer la grifica de figuras partiendo del nodo en el cual ae 
ubica el punto inicial; ei recorrido de la grafica se lleva 
adelant~ con el concepto de propagaci6n de ranuras mediante el 
cual se pasa del lado de una figura hacia otro l&do que sirve de 
comunicación con una figura adyacente. Si m es el nl!imero de 
obstáculos el nl!imero de figuras geométricas n e~ de orden O (m), 
mientras que los algoritmos tanto de construcción de la grafica 
como del proceso de enrutamiento son en esperanza de O (nlog(n)) 
pero pueden llegar a ser de O (n2). 

(*) Director del Centro de Computación e !nformatica de la 
Pontificia Universidad Cat~lica del Ecuador. 

Profesor de la Universidad Cential del ~cuador. 
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l.INTRODUCCION. 

El problema de determinar la ruta o trayectoria de longitud 
minima entre dos puntos de un plano referenciado por un sistema 
de ejes coordenados (x,y) ha sido tratado extensamente en 
diversas ~reas tales como la investigacion de operaciones, disefto 
de circuitos integrados (11,!21,!41, movimiento de robots 
(3],!51; entre otras aplicaciones. Un aspecto especial es aquel 
de obtener la ruta mas corta entre dos puntos en presencia de 
obstaculos los cuales pueden corresponder sea a poligonos 
cerrados o a segmento~ rectilineos. 

La solución tradicional que se ha dado a la obtención de 
rutas de longitud minima esta enmarcada en la teoria de graticas, 
con ~lgoritmos como el de Dijsktra. 

En el ambito de la determinacion de la ruta mas corta en 
locales 
figura 

presencia de obst~culos en los métodos de enrutamiento 
los vecinos de un punto son algunos de los puntos de una 
geométrica que rodea al punto. 

Algunos de estos métodos locales y los consiguientes 
algoritmos que de ellos se desprenden idealizan al plano como una 
malla o retlcula (21, dividiendo al plano en interva~os de 
longitud unitaria en cada direcci6n. Los puntos de intersección 
de las lineas trazadas por estos intervalos-corresponden a los 
vértices de una gr~fica~ Véase tig. 1.1 

En este tipo de modelo la ruta se genera pasando de punto a 
punto de la reticula y tomando en .cuenta como entorno de un punto 
a los puntos adyacentes a ese vértice, exclusivamente. 

En contraposición otros métodos consideran un enfoque global 
del plano para la obt•nción de la ruta, es decir los vecinos de 
un punto corresponden a toda una ~rea. 

Se presenta en este articulo un algoritmo no local para 
obtener la ru·ta m~s corta entre dos puntos en presencia de 
obst~culos rectilíneos, el mismo que esta basado en la partición 
del plano de estudio en un conjunto de figuras geométricas 
(cuadriláteros y triángulos) l Estas figuras se forman conforme se 
introducen los obstáculos, de uno en uno. Véase tig. 1.2 

Para obtener un grafo.a partir de la división del plano en 
figuras, cada figura es un nodo de una grafica no dirigida. Entre 
dos nodos hay un lado siempre y cuando las figuras 
correspondientes sean adyacentes y no exista un obstáculo entre 
ellas. 

El algoritmo de enrutamiento que se describe en este trabajo 
consiste en efectuar el recorrido de la gr~fica de figuras desde 
la que coQtiene al punto inicial hasta aquella en la que se ~bica 
el punto final. El recorrido de la grafica se lleva a cabo con et 
concepto de propagación de ranuras, es decir, pasar de un lado de 
una figura hacia otro lado que sirve de ¡;omunicación con una 
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figura adyacente. 

Finalmente, el método descrito en este trabajo permite 
obtener una ruta de longitud minima entre dos puntos tanto con la 
norma de medida l1 -.ruta de Manhattan- como con la norma de 
medida 1.,. 

Si m es el ncrmero de segmentos rectilíneos (obstáculos), el 
nt'lmero de figuras geométricas (n) en las que se descompone el 
plano es generalmente del orden de n ; 3m + 1 y en el peor de los 
casos n = 9m + l. Los algoritmos de construcción de la gráf1ca de 
figuras y del proceso de enrutamiento son en esperaciza de 
O (nlog(n)) pero pueden llegar a ser de O {n2 ). 

Y~ ·¡ "'-·--""'-----""-'-"""---"'1<---'>V-.:;¡,:........::;. 

x~1 x=z. X= l-YI 

Fig. 1.1 Modelo de enrutamlento local 
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Fig. 1.2 Modelo de enrutamiento no local 

2 .LA GRAFICA DE FIGURAS .. 

Se introduce aqui uno de los conceptos importantes de este 
trabajo y que se lo ha denominado gr~fica de figuras, es decir el 
conjunto de figuras geométricas y su concepción como una gráfica 
en que se divide el plano original como consecuencia de la 
introducción de los obstaculos en el plano. 
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2.1 OBSTACULOS '1... SU HEPRESEN'rACION. 

El espacio bajo consideración es el plano referenciado con 
un sistema de ejes coordenados X,Y. 

Se define a los obstáculos como los segmentos de recta 
horizontal, vertical u oblicuo a 45 o 135 grados, definidos por 
las coordenadas de sus puntos extremos. 

Los obstáculos pueden estar aislados o coincidiendo en uno 
de sus extremos en cuyo caso se tendr!a un poligono. abierto. 

1.:.1_ TIPOS DE l<'IGURAS GEOME'rRICAS "j_ SU Rli:PHESEN'fACION. 

Los tipos de figuras que se consideraran en la gráfica de 
figuras son cuadriláteros y triangulos. 

Los cuadrilateros corresponden a las siguientes figuras 

- Rectangulos 
- Trapecios rectángulos 
- Trapecios isósceles 
- Romboides 

Todos los triángulos son rectángulos. 

La representación general ae estas figuras geom~tricas sera 
en base a las coordenadas de sus vértices. 

En la figura 2.1 se indican los diferentes tipos de figuras 
geométricas consideradas. 

No siempre las figuras geométricas as! definidas se 
encntraran en la posición mostrada en la Fig. 2.1, sino que 
pueden aparecer rotadas a 90, 180 o 270 grados. 

FinalmEnte, al menos un lado de la figura debe coincidir 
con todo o parte de un obstáculo. 

Fig. 2.1 Tipos de figuras geométricas. 

2.3 CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE FIGURAS. 

2.3.1 GENERACION DE LAS FIGURAS DE LÁ GRAFICA. 
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La gráfica de figuras se construye siguiendo un 
procedimiento repetitivo y uniforme contarme se van introduciendo 
uno a une los obstáculos. El orden en que se introduce¡, los 
obstáculos es irrelevante aunque un determinado orden puede ser 
más favorable que otro. 1!:1 procedimeiento que se sigue cor, cada 
obstáculo esta encaminado ~ dividir en otras figuras geométricas 
a la figura en la cual se encuentra el punto Inicial del 
obstáculo. Los aspectos importantes con los que se etectl!ta esta 
división son los siguientes : 

a) se trazan lineas perpendiculares por los extremos de cada 
uno de los segmentos rectil1neos horizontales y vertlcctles 
correspondientes a obstáculos de esos tipos. 

b) se trazan lineas horizontales o verticales por los extremos de 
los segmentos rectilíneos correspondientes a los obstáculos 
oblicuos, sean a 45 o 135 grados. No se trazan lineas 
perpendiculares por los extremos de los obstáculos oblicuos para 
asegurar que las particiones de la figura sigan sier.dc a le más 
cuadriláteros. 

e) se extiendep estas lineas trazadas por los extremos de los 
obstáculos en los dos sentidos hasta encontrar una de las 
siguientes limitaciones : 

- los limites del espacio de estudio. 
- a otro obstáculo. 
- otras lineas similares construidas previamente con 

relación a otros obstáculos. 

En la figura 2.2 se ilustra una manera de efectuar la 
divisi6n de una figura. 

i"= ____ _ 
''-...--_-/.,...--' 

/~ 

(al por un obstáculo vertical (b) por un obstáculo oblicuo 
u horizontal. 

Fig. 2.2 Proceso de división de una figura. 

d) se efectüan uniones de dos o mas figuras en una 
sola siempre que la figura resultante contin~e perteneciendo al 
conjunto de figuras definido en la sección anterior. Claramente, 
estas uniones pueden efectuarse a trav~ts de los lados :tiCticias 
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de las figuras generados mediante lo descrito en a) y b). 

e) se determinan las figuras adyacentes o vecinas con las que una 
figura tiene comunicación, a través de aquellos lados que no son 
obst~culos. Se liga a la figura considerada el conjunto de sus 
figuras vecinas. Las partes de la figura original, asl 
conformadas finalmente, substituyen a la figura que se ha dividido. 

En consecuencia, un elemento o nodo de la gr~fica de figuras 
estar~ constituido por-la figura en si y por una lista de figuras 
vecinas. 

f) se a~tualizan las listas de vecinos de las figuras en las 
cuales aparezca la figura que se ha dividido. En esas listas una 
o varias partes de la figura dividida van a substituir a esa 
figura original. 

2.3.2 OBSEHVACIONES RELA'l'IVAS d LA DlVI!>lüN DI!: FIGURAS. 

En el proceso descrito en la sección anterior, relativo a la 
división de figuras pueden darse las siguientes situaciones: 

a) el n~mero de partes en las que un obst~cúlo divide a la figura 
en la que se encuentra el punto·inicial depende sobretodo 6e si 
el obstáculo esta contenido o no integramente en esa figura, 
influye también el tipo de figura que se va a dividir. 

b) se efectüan los pasos descritos para la división solamente con 
figuras en la posición normal; s~ la figura se encuentra en un~ 
posición de rotación se modifica previamente, tanto lcl tigura 
como el obst¿culo con un sencillo proceso de rotación de ejes, a 
fin de pasar de la posición de rotación a la posición normal. Una 
vez completada la división de la figura se aplica otro proceso de 
rotación para volver a las partes a su posición original de 
rotación. De esta manera se reducen los casos de división. 

e) si un obstáculo coincide con un lado de la figura a la que va 
a dividir; es decir es com~n a dos figuras deben dividirse estas 
dos figuras independientemente. 

d) Si 
figura 
proceso 
afecta 
la cual 

el punto final del obstáculo se encuentra tuera de la 
que actualmente se esta dividiendo, debe aplicarse el 

de división a la o las figuras adyacentes a las que 
~.1 mismo obstáculo hasta que se com;idere una tigura para 
el punto final del obst~culo sea interior. 

En la figura 2.3 se muestra un plano y su división en 
regiones geométricas. 
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Fig. 2.:! Conformación de las regiones geométricas. 

L..1.J NUMERO DE FIGURAS GlWME'rRlCAS QUE SI:!: GENERAN. 

Respecto al nómero total de figuras que se generan una ve~ 

introducidos todos los obstaculos este depende del orden en que 
fueron introducidos los obstáculos y de qué tipo de obstáculo 
esta incidiendo sobre un determinado tipo de figura, en la 
partición. Asl, si m es el número de obstaculos y estos son 
horizontales o verticales excl~slvamente el número de_ figuras se 
puede probar que es de 3m+ l. En cambio, al considerar también 
obstáculos oblicuos el né!mero de figuras geométricas puede subir 
hasta 9m t l. 

Li_,_ EL MODELO DE GRAFI CA ~ PAR'l'l R DE LAS 1<'1 GÚRAS GEOMb.:'l'IU CAS. 

Una vez que se ha formado el conjunto de tiguras geométricas 
med 1 a nt_e_ e. J. _pr__oced 1.m1 ent-0 -de-ser 1-t-o ant<::r 1 armen te ··pue·ae ·e Ie-ctliarse 
la correspondencia del plano asi particionado en figuras con una 
grafica no dirigida en la siguiente manera: 

- cada figura geom~trica corresponde a un vértice de la gráfica. 

- un vértice tiene relación con otro si en las figuras 
correspondientes una figura es adyacente con otra a traves de 
un lado ficticio, es decir los lados de figuras que 
representan obstáculos no expresan relac16n o comunicación con 
una figura adyacente. En base a esta consideración se 
construyen las aristas o lados de la gráfica. 

En este trabajo la gráfica de figuras esta constituida como 
una lista ligada donde cada nodo es una figura geométrica del 
plano, la cual, como se recordara tiene asociada una lista de 
figuras vecinas. 

En la figura 2.4 se indica la gráfica correspondiente a la 
división en figuras de la figura 2.3. 
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Fig. 2.4 Gráfica representativa de las figuras geométricas. 

2.5 ALGORITMOS UTILIZADOS PAHA LA CONSTRUCCION DE LA GHAFICA DE 
FIGURAS. 

Tal como se ha descrito en la sección 2.3 el procedimiento 
general de formación de la gráfica de figuras consta de tres 
etapas bien defin~daa: 

a) la división de una figura en ~us partes, 

b) la obtención da la lista de figuras vecinas para cada parte y, 

e) la actualización de la gráfica en general como consecuencia de 
la inclu~i6n rle ·ras partes y la supresión de la figura que se 
dividió. 

A continuación se presenta el algoritmo general de 
generación de la gráfica de figuras. 

2.5.1 ALGORITMO GENERAL PARA LA CONSTRUCCION D~ LA GRAF'ICA. 

Mientras se ingresan obstáculos se efectóa el siguiente 
procedimiento: 

l. Se ingresan los datos de los puntos extremos del obstáculo. 

2. Se obtiene el apuntadbr de la figura en la que empieza el 
obstáculo. 
Si el obstácdLo es comOn a ~os figuras se obtiene el apuntador 
de la segunda figura en la cual empieza también el obstáculo. 
Para cada ~figura determinada por su apuntador se aplican los 
siguientes pasos, del 3 al 8: 

l. Se efectóa la división da la figura obteniéndose las partes 
correspondientes a la figura original. 

4. Se obtiene la lista de figuras vecinas para cada una de las 
partes 

5. Se insertan las partes en la estructura general de la· gráfica 
en e~ sitio determinado por el apuntador a la figura original. 
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6. Se actualizan 
figuras de la 
original. 

las listas de figuras vecinas 
grafic~ que tienen como vecina 

para aquellas 
a la figura 

7. Se elimina de la grafica la figura que se dividió. 

8. Si el obstaculo no continüa en otra figura se termina con el 
procedimiento. 
Si el obstáculo continóa en otra figura se busca en la lista 
de figuras vecinas cual es la siguiente tigura a dividirse, se 
obtiene su apuntador y se repiten los pasos del J al e 
inclusive. 

2.6 COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS. 

Si m es el nómero de obstaculos presentes en el 
ncrmero de figuras geométricas obten~das es de O 
corresponde a lo mas 3m ~ 1 en el caso usual o 
desfavorable 9m + l. 

plano, el 
(m), pues 

en el mas 

La gráfica de figuras puede almacenarse utilizando diversas 
estructuras de datos. Posiblemente las estructuras mas 
convenientes que se pueden utilizar son las de ~rbol y entxe 
estos los arboles R [61 o los árboles cuaternarios (quad trees) 
[ 7 l . 

Sea n el nómero de figuras geom~trica~ de la gr~tica ~e 
figuras en un instante dado de su generaciónr al introducir un 
nuevo obstáculo se tienen los siguientes órdenes de complejidad 
en los diferentes pasos que se siguen para la obtención de un 

-nuevo-rmdu de--la gráfica·:-

En la fase de bcrsqueda de la figura en la cual esta el punto 
inicial el algoritmo es del orden de O (log(n)). 

En -la etapa de la obtención ·de la lista de vecinos puede 
presentarse la situación mas destavorable que un mismo obstáculo 
tenga que recorrer hasta n/2 nodos, con lo cual el orden del 
algoritmo seria de O (n). 

En consecuencia, el orden del algoritJnc de. generación de la 
gráfica, para n obstáculos es de: 

O 1 n 2 l . 

El orden de O (n2 J es el precio gue se paga al introducir 
los obstáculos de manera totalmente aleátoria y que ese orden 
aleatorio provoque la complejidad indicada. Sin embargo, en la 
mayoria de casos reales se tiene la convicción que el orden del 
algoritmo es en esperanza de O In). 

Cabe senalar finalmente que existen algoritmos con orden 
§ IRlBij(HJ 1 los mismos que generar la grat1ca en un solo paso y 
no de manera incremental como se desc~ibe en este trabaJo. 
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3 .METODO DE PROPAGACION DE RANURAS PARA OB'l'h:NER LA RU'l'A MlNlMA. 

Se presenta en este punto el método para determinar la ruta 
de longitud minima entre dos puntos en presencia de obstáculos 
basado en el concepto de propagación de ranuras. 

3.1 CONCEPTOS PREVIOS. 

En el método de enrutamiento que se propone en el presente 
trabajo frecuentemente va a ser necesario obtener la distancia 
minima con relación a un punto ~ue se denominara origen, a lo 
largo de todo un lado de una figura. 

Este problema se va a incluir dentro de uno mas generul como 
es el de obtener las distancias entre el punto origen y todos los 
puntos de una recta. Este plantea~iento se va a estudiar en dos 
instancias del mismo: 

a) cuando entre el origen y la recta no existen obstaculos y 

b) cuando entre el or1gen y la recta existen obstaculos. 

El problema se va a resolver tanto para la norma 11 
para la norma 1 00 • 

como 

Con fines explicativos se indica en los puntos 
la obtención de funciones que permitan calcular 
desde el origen hasta cualquier punto de la recta 
instancias antes indicadas. 

3.1.1 y 3.1.2 
la distancia 
en las dos 

LLJ. FUNCIONES DE DIS'l'ANCIA DESDE Ulll l'UN'I'O ORIGEN HA!l'l'A UNA 
REC'f A CUANDO NO EXI S'l'l!!N OBS'.l'ACULOS DE POR MEDl O. 

Sea un punto origen P dado por sus coordenadas (Xp,Yp) y una 
recta definida por sus extremos A y B, de coordenadas (Xa,Y~l y 
(Xh,Ybl, respectivamente. Sin pérdida de gene-ralidad se supone a 
la recta horizontal, es decir Yo. = Yb = Yy e igualmente se supone 
a P situado fuera de la recta, por ejempla por debajo de ella. 

Se trata de determinar la función de distancia de los puntos 
de la recta Al:l en relación con el punto origen P. 

La función de distancia variar! conforme se recorra la recta 
a lo rla~go de su eje desde el un extremo hasta el otro y 
dependera en su expresión algebraica de la posición de P respecto 
a los extremos dé la recta. 

La función de distancia, en el intervalo {X4 ,Xbl, 
corresponder~ a uno de lds siguientes tipos: 

-Función -tipo fl, cuando en todo el intervalo es una recta de 
pendiente negativa. 

- Función tipo f2, cuando en todo el intervalo es una recta de 
pendiente positiva. 

-112-



- Función tipo f3 cuando en todo el intervalo es una recta 
paralela al eje x. 

- Función tipo f4 cuando en el subintervalo LX"',X 1 J es oel 
fl y en el subintervalo IX¡,XJ?l es del tipo f3. 

- Función tipo f5 cuando en el subintervalo lXo. ,X1 J es del 
fl y en subintervalo !~ ,Xbl es del tipo f2. 

- Función tipo f6 cuando en el subintervalo !Xq,X1 J es del 
f3 y en el subintervalo IX¡,X~J es del tipo f2. 

- Función tipo f? cuando en el subintervalo [X11 ,X 1 J es del 
fl, en el subintervalo IXt,X~l es del tipo f3 y en 
subintervalo [X~,Xbl es del tipo f2. 

La Fig. 3.1 ilustra estos tipos de funciones. 

y 

Fig. 3.1 Tipos de funciones de distancia. 

tipo 

tipo 

tipo 

tipo 
el 

Se destaca el hecho de que las funciones de 
mostradas presentan un punto o un conjunto de puntos 
cuales el· valor de la distancia es mínima. 

distancia 
para los 

L.1...:.1. FUNCIONES DE DIS'rANCIA DESDE UN PUN'rO OlUG!!!N HAS'rA !llili 
REC'l'A CUANDO EXIS'l'EN UJ:lS'rACULOS DI!: POH MEDIO. 

Las funciones de distancia desde un punto origen hasta una 
recta, cuando entre el origen y la recta existen obstaculos se 
expresan en términos de las funciones de distancia ~btenidas en 
la sección 3.1.1 con un proceso adicional de traslado del punt~ 
oriyen hacia los extremos del obstaculo. ~n otras palabras el 
punto origen se substjtuye por dos Q mas orlgenes, cada uno 
ubicado en los extremos del obst•culo, desde cada uno de estos 
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orlgenes se pueden plantear las tunciones de distancLa ya 
para cuando no existen obstáculos entre el origen y la 
Para obtener el valor de la distancia de un punto de la 
respecto al origen inicial se afiadiran los valores 
distancia desde el or1gen 1nicial hasta en nuevo or1gen 
valor de la distancia desde el nuevo origen hasta el 
considerado en la recta. 

vist.as 
recta. 
recta 

de la 
y el 
punto 

Al haber transtormado la obtención de la distancia respecto 
a un punto origen al calculo reterente a varios orlgenes se 
tendrá una función diterente con su correspondiente dominio para 
cada origen. 

La función de distancia, dividida así en varias, esta 
constituida de todas maneras por las funciones tipo fl a f1 
vistas anteriormente y es continua en su conJunto. 

En la J:''ig. 3.2 se 
a la consideración de 
funciones de distancia 

A 

ilustra el proceso aqui descrito reterente 
v~rios orlgenes, asl como las diferentes 
respecto a cada origen. 

/ 
/ 

B 

Fig. 3. 2 Distancia desde un origen a una recta cuando 
existe un obst&culo entre el origen y la recta. 

3. 2 EL CONCEPTO DE !:<ANURA. 

Sea una recta representativa del lado ce una tigura. Se 
desea accesar a la recta desde uno o varios puntos origenes y 
obtener sobre la recta, con relación a cada punto origen, tanto 
la función de distancia como los puntos para los cuales ia 
distancia respecto al origen es minima. 

Como se puede ver en la ~ig. J.j estas tunciones de 
distancia -se intersectan y traslapan s1 se consldt'ran varios 
orlgenes·. Cada punto origen detinirá sot1re la .recta una tunci6n 
de distancia con un dominio tal que los puntos de la recta 
pertenecientes. a ese dominio estC~cc!tn tüá.s ce.ccanos al or1qen 
respectivo que a los restantes orl.genes. cé't2 es la noción 
fundamental de una f~RHf~· 
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Fig 3.3 Ranuras formadas en una recta con tres orígenes. 

Sin embargo, para los fines que se persiguen 
trabajo el concepto de ranura tiene asoc1ado varios 
elementos [ 3!: 

con este 
hechos y 

al la definición sobre la ranura de un punto o un conjunto de 
puntos que son los de distancia minima desde el punto origen de 
la ranura. 

b) el guardar este valor de distancia mlnima. 

e) el recordar cual es e! punto origen de la ranura. 

Si bien una ranura se define por la existencia de una 
función de distancia con su correspondiente dominio, lo que 
.§ll__pone la ob:ten¡::i6n ae_j.ln _segm~uttQ de _rectª; __ en_lo_sucesiv_o ____ _se_ 
tomar~n en cuenta solamente el o los puntos de la ranura que 
tienen distancia minima con relación al origen. 

3. 3 OBSERVACIONES RESPEC'l'O !i LAS HANURAS. 

Todo lado de una figura puede,tener dos caras, siendo cada 
cara la que d~ a cada figura adyacente a través del lado comun. 
Sobre cada cara pueden existir ranuras. 

El proceso de determinación de la ruta mas corta entre dos 
puntos mediante el algoritmo que se describlr<!i en el punto 3.4 
puede ser visualizada como la obtención de una cadena de 
ranuras, una para cada cara de las figuras que atraviesa la ruta 
óptima. 

Las ranuras se deben mantener conexas , es decir no debe 
quedar espacio en la recta sin que pertenezca a una ranura. 

El n~mero de componentes conexas de una ranura que se pueden 
generar sobre una recta es O (m~), donde m es el n~mero de 
obstaculos. Es dec1r, se tienen O (m2 ) ranuras que llegan a un 
lado por los dos sentidos (por las dos caras). l~l 
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Sin embargo, si se toma en cuenta cada sentido separadamente 
y se tiene como condición necesaria la existencia de 
monotonicidad el ncrrnero de componentes conexas se reduce a u (m) 
ranuras. 

Por monotonicidad se entiende el hecho que si dos ranuras 
conexas se intersectan el resultado continua siendo conexo. 

L_i DESCRlPCION DEL METODO DE ENRU'I'AMIENTO. 

~ INTRODUCCION. 

El algoritmo es semejante al de Uijkstra. 

Se trata de determinár la ruta de longitud mlnima desde un 
punto inicial "s" hasta un punto final "t", tratando de no 
intersectar los obstácuLos presentes. 

Se dispone de uha cola prioritaria para guardar las ranuras, 
ordenada ascendentemente en relación a la distanc1a al origen. 

Existe un caso trivial: si entre los 
existen obstáculos la longitud de ruta 
directamente como: 

- Con norma 11 : 

d 1 y t 

- Con norma 100 

puntos "s'' y ut" no 
puede calcularse 

En los siguientes parra~os, del 3.4.2 hasta el 3.4.6, se 
explican los pasos del algoritmo. 

~ INICIO DEL PROCESO. 

s~ inicia el proceso determinando, en la grafica de figuras 
a la figura que contiene al p~nto inicial "s", obteni~ndose para 
todos los lados de la figura, mediante los cuales se comunica con 
las figuras vecinas (lados que no soh obsti!lculos) 1 las f-unciones 
de distancia y por consiguiente las ranuras respectivas. Se 
determinan además los valores de distancia mlnima desde "s" hasta 
puntos de referencia ubicados en las ranuras obtenidas. 

Se guard~n en la cola prioritaria las ranuras. La cola esta 
ordenada ascendentemente en relación a la distancia al origen 
medida sobre la ranura. 

l...,__L_l PROPAGACION DE H.ANUH.AS. 

Un vez inicializado asi el procedimiento de enrutamiento,· 
este continua mediante una sucesión d~ etapas similares a las del 
algoritmo de Dijkstra y que etect~an la propagaciQn de la ruta a 
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trav~s de las ranuras. 

La ranura a propagarse es aquella para la cual se tiene la 
distancia minima en el frente de la cola, asignando ademas a su 
punto de distancia mlnima como origen local para la propagación. 
Si la cola esta vacia •e termina el algoritmo con falla. 

Definida asl la ranura a propagarse se efect8an la secuencia 
de pasos indicada en la inicialización : 

a) se obtienen las funciones de distancia para cada lado de la 
figura a la que pertenece la ranura que se propaga, siempre que 
mediante estos lados exista comunicación hacia las figuras 
vecinas. 

b) se establece el dom1nio de cada función, es decir se definen 
las nuevas ranuras. 

e) se determina sobre cada ranura un punto reterencial qu~ es 
aquel de distanc1a m1nima respecto al origen local. 

d) se actualiza el contenido de la cola prioritaria. Si las 
ranuras generadas son nuevas se introducen en la cola, si son 
existentes se modifican. Las distclncias a guardarse 
correspondientes a los puntos referenc1ales deben ser las totales 
desde el punto inicial "s". Es decir, si O es el origen local, 
"P" el punto referencial encontrado para la n~eva ranura y d la 
distancia desde "s" hasta O, la distancia total desde "s" hasta 
"p" es JOpJ t d , valor que corresponderá a d cuando a esta 
nueva ranura le toque propagarse [JJ. 

Como se explicó en el punto 3.3, con el fin de mantener 
ranur~s _ cp_ne~as.. "el>"" decir,_""" que-e"n-~1" -cpr"freeso-"dé" ubtencton" d"e­
ranuras no qued~n espacios sin analizarse y además para evitar 
que se produzcan ciclos a lo largo de sucesivas propagaciones, es 
decir que al propagar una determinada ranura se regrese a la 
ranura original de la cu~l provino, se asumen sentidos para la 
propagación de ranuras. Se tiene entonces que en un lado de una 
figura se pueden considerar dos caras las que corresponden al 
acceso a ese lado desde dos sentidos diferentes, para cada cara 
del lado podr4n determinarse funciones de distancia y, de hecho, 
cada ranura que corresponda a cada cara se maneja 
independientemente. La Pig. 3.4 ¡lustra los sentidos de 
propagaci6n y las caras de los lados de las 11guras. 

2 

Fig. 3.1 Sentido de propaga~ión de ranuras. 
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.L...L.._i INTERSECCION DE: RANURAS. 

A lo largo de la propagación de la ruta a través de las 
ranuras puede presentarse el hecho ~e ~ue se llegue al mismo lado 
dé una figura y a su misma cara, por diferentes caminos, es decir 
desde diferentes ranuras pero mediante el mismo sentido de 
propªgación, Esto es equivalente a tener sobre un mismo lado 
varias ranuras, es decir definir varias tunciones dedistancia en 
relación a diferentes puntos de origen, tal como se explicó en el 
punto 3.2. D~bido a que cada función de distancia tiene su 
correspondiente dominio existirán punto~ de intersecc1ón de estas 
funciones, esto se denomina intersección de ranuras. 

La intersección se presenta en diferentes etapas de 
propagación de la ruta, pues en una etapa cualquiera se generará 
sobre. el lc.odo una sola- ranura. Se supone que posteriormente en 
otra etapa se llegó al mismo lado, generándose otra ranura que 
modificará a la r~nura original en el sentido que cada una de 
ellas cubrirá en su dominio un porcentaje del lado de la tigura. 
Los diferentes d~minios de las ranuras quedarán definidos por los 
puntos de intersección de las f,unci-ones de di.stanc.ia 
correspondientes. 

En la J<'ig. 3. 5 se tienen, poi; ejemplo, dos r.anuras que se 
intersectan. e.n un punto C. Supongamos que la primera ranura en 
generarse sobre el lado AB es aquella eón punto origen el punto 
Pl, esta ranura tendrá como dominio !a totalidad del lado pues se 
trata de la ónica ranura generada en AB, ~l punto de reterncia 
para esta ranura es el vértice A. Posteriormente se genera una 
segunda ranura, la que tiene como punto de origen el punto P2 y 
como: punto de referncia el vert.ice B. ·Cada ranura tendrá como 
dominio un porcentaje del_lado AB. Interesa determinar el valor 
de la .abscisa del punto de intersebción Xc. 

E.l valor de Xc se calcula con la expre,si6n: 

Xa + Xb Yb - Ya 
Xc = ------- + -------

2 2 
es decir una ranura tendrá como.dominio el intervalo Xa <= x 

<= Xc y la otra tiene como dominio el intervalo Xc <=- x <:=- Xb. 

y ~---~-==-==--;-

'fl - ) p, • e ()(,,0 x 
PI 

P.;¡_ 

Fig. 3.5 Intersección de ranuras. 
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Esta situación 
cambi.o, cuando se 
fiqura es decir 
sobre el mismo 
propagacion. 

de intersección de ranuras no se presenta, en 
consideran-las dos caras de un lado .de ·una 

diferentes ranuras y funciones De distancia 
lado pero desde-. diferentes sentidOs de 

Si dos ranuras obtenidas en diferentes etap(iS. de generac;i6n_ 
y con el mismo sentido de propagaci6n cóindderr én el mismo" punto: 
de referencia provocan la s1guiente decisi~n: 

.sea dl la distancia hasta .el punto de referencia 
primera ran_ur.a generada y d2 la distancia hasta el mismo 
pero considerando la St!"gunda ranura. 

de ~a 

p~nto 

si dl > d2 se el i.mina la primera ranura y queda solament-e la· 
segunda. 

·· -si dl <= d2 permanece la primera ranura y la segunda no se 
·mantiene para futur-as propagaciones. 

~ CULMINAClON D.b:L PHOCI!:SO DE ENHU'l'AMI!i:N'l'U. 

Si en .el proceso de propagación de ruta s~ llega hasta la 
ranura desde la cual se accede a "t" entonces la obtención de la 
ruta termi·na con éxito, calcul!ndose la distancia hasta "t", pero 
el proceso de propagacion de ranuras contincra y se detiene 
solamente cuando la distancia rnlnima contenida en la ranura 
corriente que se va a propagar es mayor que la distanéia 
alcanzada hasta "t". Esto se comporta asl debido a que pueden 
existir varias rutas desde "s" hasta "t". 

3·.4.6 PERMANENCIA DE UNA RANURA ACTIVA. 

un valor de distancia rn!nima hasta un punto de la ranura y un 
valor de distancia rnaxima hasta otro punto de ella. -

Una ranura permanecerá activa, acrn despues de haberse 
propagado mient:ras la distancia mlnima guardada y act·ualizada en 
la ranura corriente que se va a propagar sea ~enor que la 
distancia máxima para la ranura. 

En aquellos casos en los que exista interseccion de ran~ra.s 
es claro.que la ianura adicional que mod1tica a una ya existehte 
puede propagarse en su dominio dón después que la ranura orig1nal 
se haya propagado y siga activa; esto se debe a qu-e 1 como ya se 
indic6, cada ranura se maneja de manera independiente. Por otro 
lado, si la ranura original ya no esta activa 1 la 11ueva · ranura· 
actuará en un dominio que cubrir! -un mayor porcentaje 
(posiblemente todo el lado) y tendrá la posiJJilidad de propagarse 
de manera normal, corno cualquier otra ranura. 

3. 5 ALGORI 'rMO Db:~'ALLAl>O DI!: ENRU'Í'AMlh:N'l'O. 

Los conceptos vertid-os en l9s puntos a_nteriore.s se 
sintetizan en el siguiente algoritmo: 
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Sea el espacio R2 en el cual se tienen m obstáculos 
horizontales, verticales y oblicuos. Bea n el nómero total de 
figuras geom~tricas en que estos obstáculos d1viden al. espacio 
R . 

Se definen "s" el punto inicial y "t" el punto final o 
destino, d6dos por sus coordenadas. 

O. Hagamos: 
COJ.A ~ NlL, lista ordenada de ranuras activas. 
RUTA= NIL, lista de ranuras propagadas. 
O s , O sera el origen para ranuras. 
d = O , d guardara la distancia t·otal desde "s". 

l. Para la figura a la que pertenece "s" se obtienen, con origen 
en "s" las ranuras hacia las figuras adyacentes y se guardan 
en COLA las mismas en un orden ascendente respecto a la 
distancia (dlst) hasta su punto de reterencia. 

2. Si COLA esta vacío 
obtención de la ruta 
se ::;igue a 3. 

entonces se finaliza sin éxito la 
(si no se ha encontrado ninguna), si no 

J. s~ saca de la COLA la ranura que tenga dist mlnima. 

4. Se anacte esta ranura a RUTA. 

5. Se propaga a esta ranura, para esto se hace o = Pi, d = díst. 

6. Se ingresan las nuevas ranuras a la COLA y se actualiza esta, 
las 

de 
es decir se reordena de manera ascendente en relación a 
distancias totales desde "s" hasta los puntos de referencia 
las ranura=o, las cuales se calculan como dist = d + IOPi 1. 

Si más de una ranura de 
para todas ellas se 
propagación. 

la COLA contiene la misma dist minima 
sigue el mismo procedimiento de 

Si una ranura no puede propagarse se vuelve a 2. 

7. Si en la propagación se ha llegado a la ranura que contiene 
a "t" se calcula la distancia hasta t, se guarda ese valor j 
se pasa a tl¡ de lo contrario se pasa directa1nente a ll. 

8. Si no existe valor para la ·distancia hasta "t" se vuelve al 
paso 3. 

Sl existe valor para la distancia hasta "t~ se compara el 
valor del contenido de la COLA con esa distancia, si el 
contenido de la COLA sigue siendo menor que la distancia hasta 
"t" se vuelve a 3, de lo contrario finalizd l'l procedimiento y 
se reconstruye la sucesión de puntos que determinan la ruta, 
m~diante los apuntadores hacia atras contenidos en cada ranura 
propagada y que se encuentran en RUTA. 
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3.5.1.1 VALIDEZ DEL ALGOH.l'l'MO QUE Ul:l'l'IEN¡.; LA [{tJ'l'A MlNll1A. 

El algoritmo presentado y que obtiene la ruta mlnima entre 
dos puntos del plano opera de manera Slmilar al de Dijkstra. Los 
vértices de la grafica con los que en general se trabaja en el 
algoritmo de Uijkstra correspon~en a las ranuras generadas sobre 
los lados de las figuras geométricas. 

Las diferencias fundamentales del algoritmo de enrutamiento 
propuesto con el de Dljkstra consisten, por un lado en el hecho 
de que en la propagación de ranuras se van generando diterentes 
rutas desde el punto inicial s hasta el punto íinal t y; par 
otro, los pesos de los lados de la grAt1ca se van determinando 
conforme se van propagando !as ranuras, e:; decir, in1cialmente no 
se conocen esos pesos. 

El algoritmo de Dijkstra supone la formaciou de un 
subconjunto S del total de vértices de ld yr&ticd. Los elementos 
de S son vértices para los cuales ya se conoce la distancia m&s 
corta desde el vértice inicial. Al inicio del algoritmo S 
contiene solamente al vértice inicial y luego, en cada etapa de 
avance del algoritmo se atlade a S un nuevo v~rt1ce v cuya 
distancia desde el vértice inicial es la mas corta. ~n definitiva 
la secuencia de vértices de la grática que contorman la ruta más 
corta desde el vértice inicial hasta v esta contenida 
integramente en S. 

En el método de enrutamiento de propagación de ranuras se 
forma también este subconjunto S, uno para cada ruta que parte 
desde el punto inicial s. Estos subconjuntos estan guardados en 
la lista de ranuras propagadas HUTA, esta lista esta inicialmente 
vacia (paso O del algoritmo) y se anaae un elemento a ella cada 

__ ve_z_ que s_e _ _¡:__e_cqpe_~a g_eCQLA el _ _elemento de distancia minima (paso 
4 del algoritmo). 

Para verificar la validez del algoritmo de enrutamiento 
propuesto se va a probar por inducción que para cada ranura r 
perteneciente a uno de los subconjuntos H contenidos en RUTA la 
distancia d[r] corresponde a la longitud de la ruta minlma desde 
el punto inicial s ha~ta la ranura r. 

En efecto, cuando el subconJunto S contrene un solo elemento 
este corresponde a la ranura cuyo punt0 de distanc.ta minima al 
origen e6 el punto inicial s. La longitud de la ruta minima desde 
el punto inicial s hasta si mismo es u, de ahi que se inicializa 
la variable den cero (paso U del algoritmo). 

En el caso general, cuando el subconjunto S contiene m~s de 
un elemento. Sea w la ranura recuperada desde el frente de la 
cola de prioridades (paso 3 del algoritmo). si d[wl no es la 
longitud de la ruta mlnima desde el punto in1cial s hasta la 
ranura w entonces debe existir una ruta de longitud minima P la 
cual debe contener alguna ranura diferente a w y que no esta 
contenida en S. 
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Sea x la primera de estas 
distancia desde el punto inicial s 
que la distancia d[w] y adem~s, 
inicial s hasta la ranura x esta 
excepto por la misma ranura x, 
Fig.3.6. 

ranuras en P. Entonces la 
hasta la ranura x es m~s corta 
la ruta mlnima desde el punto 
contenida íntegramente en S 
tal como se muestra en la 

Sntonces, por la hipótesis de inducción se tendrla que 
d[vJ < d[wl, lo que constituye una contradicción al haberse 
recuperado a w del frente de la cola como lB ranura d~- distancia 
mlnima. 

Se concluye entonces que no puede existir la ruta P y d[w] 
es la longitud de la ruta mlnima desde el punto 1nicial s hasta 
la ranura w. Para más detalle referente a este punto véase (lOJ y 
[ 3]. 

Fig. 3.6 Ruta mlnima P. 

3.6 COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO. 

Se debe distinguir al efectuar el análisis del algoritmo de 
enrutamiento las diversas operaciones que se ejecutan en los 
diferentes pasos del algoritmo: 

Sea n el n~mero de figuras de la gráfica de figuras. 

La determinación de li figura a la cual pertenece la ranura 
que se propaga es O (log(n)) por 'cada vez que se busque, pues 
las figuras de la gráfica .estan guardadas en una estructura de 
árbol. 

La obtención de las nuevas ranuras provenientes de una 
propagación tiene que ver con el recorrido de la lista de figuras 
vecinas y ya se vi6 que ese recorrido puede ser, en el peor de 
los casos de n/2 figuras cada vez, por lo que el algoritmo en 
esta parte es O (n 2 ) en el peor de los casos pudiendo llegar a 
ser O (n). 

La inserción de una ranura en la cola, la recuperación de 
la ranura de distanci~ minima, y la eliminación de un elemento de 
la cola pueden ser efectuad~s, cada una de ellas con un orden de 
O (log(r)) Cdda vez, donde res el n~mero de ranuras. 
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Como pueden haber O (nz) 
algoritmo de enrutamiento es de: 

ranuras el orden global del 

O (n2 log(n) ). 
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